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Démonstration de Pierre Mergoil Lemme 2 Maths Expertes.

L’objectif de cette démonstration est de démontrer le lemme suivant(nous
traiterons uniquement du sens =):

Soient p € N un nombre premier, n € N* et (x1,--- ,x,) € (Z*)".

n
D | l_IasZ = i € [1;n] tel que p | x;
i=1
Cela est équivalent & démontrer la contraposée de cette implication c’est
n
a dire: Vi € [1;n],ptz; = p)(sz

i=1
Or d’apres le lemme 1: si p est premier alors Va € Z,pged(a,p) = 1 ou

p|a.
On a ainsi I'équivalence pfa <= pged(p,a) =1

Ainsi, p étant premier: Vi € [1;n],ptx; < Vi € [1;n], pged(p, z;) =
1

n n
et pJ(HxZ <= pged <Hwi,p> =1
i=1 i=1

On veut donc prouver l'implication suivante pour tout entier n:

Vi € [1;n], pged(zi, p) = 1 = pged (H xi,p) =1

=1

n
Soit la propriété P,:"Vi € [1;n], pged(z;, p) = 1 = pged <H xi,p> =
i=1
177
Montrons par réccurence que P, est vraie pour tout entier naturel n.



Initialisation:
Pour n = 1 la propriété est immédiate.

Hérédité:
Soit k € N* supposons que Py, est vraie, c’est a dire que: Vi € [1; k], pged(x;, p) =

k
pged <H:vi,p> =1.

=1

k+1
Montrons qu’alors Vi € [1;k + 1], pged(zi,p) = pged <H mi,p> = 1.
i=1

k
D’apres ’hypotheése de réccurence: pged (H i, p) =1
i=1

et pged(zgt1,p) = 1.
Donc d’apres le théoreme de Bézout:3(a; b; ¢; d) € Z* tel que

k
aHxi+bp: 1(1)
i=1

et cxpy1 +dp =1 (2).

k
Par produit membre a membre de 1 et 2: (a sz + bp) (cxpy1 +dp) =1

=1
k+1 k '

<~ ac H T —I—p(adnxi + bexgy1 + bdp) =1
i=1 i=1

k
De plus, par somme et produit d’entier: (adH:c,- + bexyy1 + bdp; ac) €
=1
Z2. Z
k+1
Ainsi 3(u;v) € Z2 tel que up + v H =1
i=1

k+1
Donc d’apres le théoreme de Bézout: pged (H $i,p> =1

i=1
Donc Py, est vraie.

Conclusion:
La propriété est initialisée pour n = 1 et est héréditaire. Donc par le principe

n
de réccurence Vn € N*,Vi € [1;n], pged(z;, p) = 1 = pged (H xi,p) =1
i=1

CQFD.



